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6.1   简介



保形预测提供了一种量化机器学习模型预测的不确定性的方法. 它不是像决策树、回归分析或支持向量机

那样的特定算法, 而是一个可以与各种机器学习模型结合使用的框架. 保形预测输出的不仅仅是预测值, 还

包括一个可信区间或概率置信水平, 表示预测的不确定性.

在进行预测的时候经常会思考这样的问题: 我们的预测有多好? 如果我们对一个新对象的类别进行预测, 有

多少信心认为预测结果     确实等于这个未知的真实的类别 Y 呢? 如果类别是一个数字, 我们得到的     与真

实的类别 Y 有多接近? 在机器学习中, 这些问题通常以过去的经验相当粗略地回答.

因此, 在使用机器学习进行预测时, 需要注意到预测值也是随机变量, 存在不确定性. 例如, 使用一个股票自

动交易系统中的机器学习方法预测股票价格. 由于股票市场的高度不确定性, 机器学习的点预测可能与实

际值有很大不同. 人工智能系统如果以高概率估计出覆盖目标真实值的范围, 交易系统就可以计算出最好

和最差的情况, 并做出更明智的决定. 所以, 对实际值预测一个可信范围会更有意义.

Ŷ Ŷ



保形预测 (conformal prediction) 是目前机器学习中热门的且非常灵活的预测技术. 即当我们处理回归或分

类问题时, 给定输入, 保形预测可以输出一个预测区间或者一个预测集.

关于保形预测的理解, 跟传统的区间估计是类似的. 给定一种回归问题的预测方法, 保形预测产生一个 95% 

的预测区间 Γ0.05, 即该区间包含 Y 的概率至少为 95%, 通常 Γ0.05 也包含预测值     . 我们称    为点预测, 称 

Γ0.05为区间预测. 在分类的情况下, 类别 Y 有有限个可能值, Γ0.05 可能由这些值中的几个值组成, 或者在理想

的情况下 Γ0.05 只是这些值中的一个值.

与传统区间估计所使用的方法不同的是, 保形预测并没有研究预

测值的分布或渐近分布, 这也体现了保形预测的优势, 可以适用

于任何模型, 因为研究渐近分布往往需要模型的假定. 保形预测

在处理连续因变量的回归预测问题时, 对于单因变量的预测输出

的是一个预测区间, 对于多因变量的预测输出的是一个预测域. 

图 6.1 展示的是对单个连续因变量的区间预测.

Ŷ Ŷ



保形预测在处理离散因变量的分类预测问题时, 输出的是预测集. 集合中的元素是由预测类别及对应的概

率构成. 图 6.2 中展示了三种不同的输入值下, 对松鼠类型预测的保形预测集. 上述两图表明, 预测区间和预

测集都可以保证以较高的概率覆盖真实值.



在介绍保形预测的流程之前, 我们要先知道两个定义: 一个是随机变量序列的可交换性 (exchangeability), 另

一个是不符合度量 (nonconformity mea_x0002_sure). 在后面章节中, 保形预测的预测集既可代表回归问题

的预测区间也可表示分类问题的预测集.

1. 可交换性

一个有限的随机变量序列是可交换的, 是指随机变量的联合概率分布对随机变量的排列不变.

        nπππn ,,,P,,,P XXXXXX  2121 

▶ 这里 π(1), π(2), · · · , π(n) 代表自然数 1, 2, · · · , n 的任意一个排列. 一个无限的随机变量序列是无限可交换 

(infinitely exchangeable) 的, 是指它的任意一个有限子序列都是可交换的.

如果一个无限随机变量序列 X1, X2, · · · , Xn, · · · 是独立同分布的, 那么它们是无限可交换的. 反之不然.



2. 不符合度量

保形预测使用的不符合度量, 度量了一个新例子与旧例子的不同程度, 也可以说是度量预测值与真实值之

间的不符合程度. 因此, 需要寻找一种方法来度量预测值与真实值之间的距离.

保形预测要求首先选择一个不符合度量, 而度量预测值和真实值之间距离的方法与数据类型和预测器的选

择相关: 在回归问题中, 最常用的不符合度量是残差的绝对值: R = |             |. 在分类问题中, 最常用的不符合

度量是:H = 1−    .
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给定一个不符合度量, 保形算法对每一个误覆盖水平 α 产生一个预测集      .       为 1 − α 预测集; 它有至少 1 

− α 的概率包含真实值 Y .
nĈ nĈ

在明确了以上两个概念之后, 我们介绍运用保形预测来构造有效的预测集的几个基本步骤. 假设有一个独

立同分布的数据集:
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▶ 其中, X 是输入的特征, Y 是因变量, n 是数据点的数量. 假设一个机器学习模型 f: X → Y 已经被训练. 这个模型可以

是一个经典的机器学习模型例如线性回归、支持向量机, 或者深度学习技术例如全连接或卷积网络. 目标是去估计

模型输出的预测集. 下面我们将描述保形预测的步骤.

2. 保形预测的基本流程

(1) 选择合适的不符合度量, 计算不符合分数

▶ 选择一个适当的不符合度量S(X,Y)∈R来测量模型输出     与真实的Y 之间的差异, 亦称评分函数, 得到的值称为不符

合分数. 这个不符合度量非常重要, 因为它决定了我们能得到什么样的预测集. 例如, 在回归问题中, 可以用             

作为评分函数. 通过这种方式, 所得到的保形预测集在预测值       周围的 L1 范氏球内; 在分类问题中, 可以用 1 −     

作为评分函数, 其中     是真实类别对应的预测概率.

Ŷ
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(2) 计算不符合分数的 1 − α 分位数

▶ 不符合分数的 1−α 分位数     是通过计算 n 个不符合分数S1 =S(X1, Y1), · · ·,Sn = S(Xn, Yn) 的 1 − α 分位数得到的.q̂



▶ 在完全保形预测方法中, 需要训练m 次来计算评分并构造预测集, 其中 m 为因变量可能的取值的个数, 这样对算力

的消耗无疑是巨大的. 为了降低计算复杂度, 可以采用分裂保形预测的方法, 分裂保形预测将整个训练集分割成合适

的训练集和校准集 (calibrationset), 然后, 只对训练集进行训练, 在校准集上计算不符合分数.

(3) 使用模型预测和不符合分数的 1 − α 分位数构造预测集

▶ 接下来, 使用模型预测值和不符合分数的 1 − α 分位数构造保形预测集.假设新的输入为 Xn+1, 得到的保形预测集可

以表示为

    .ˆ,X:Xˆ qYSYC   1n1n

▶ 例如, 在使用保形预测进行回归分析时, 不符合度量                                                   ,其中     是用训练数据集得到预测

器. 则此时得到的 1 − α 预测区间可以表示为

   11   nn fYYS Xˆ,X f̂
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对于保形预测的有效性讨论需要区分两种有效性: 保守的和精确的. 一般来说, 保形预测是保守有效的: 当

它输出一个1−α 集 (也就是说, 一组预测集置信水平为1 − α时错误的概率不大于α, 并且在预测连续的例子

时, 它所犯的错误之间几乎没有相关性. 这意味着, 根据大数定律, 在置信水平1 − α上的长期错误频率约为 α 

或更小. 在实践中, 保守性往往不是很大, 尤其是当n 很大时, 经验结果显示, 长期误差的频率与 α 非常接近. 

然而, 从理论的角度来看, 为了获得准确的有效性, 我们必须在预测过程中引入一个随机误差α, 其中 1 − α 

集出现错误的概率正好是 α, 错误在不同的试验中是独立产生的, 而长期错误的频率收敛到 α.

保形预测可以提供数学上严格的保证. 设 Yn+1 为真值. Y 可以是分类问题中的一个类别, 也可以是回归问题

中的一个实值. 设                是一个预测集(或区间). 如果 Yn+1 在                 内, 我们将其定义为                    覆

盖 Yn+1 , 即 Yn+1  ∈                  . 然后, 给定一组同独立分布样本                                                ,保形预测集满足

以下覆盖保证
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基于可交换性假设的覆盖保证的证明可以在文章 A Gentle Introductionto Conformal Prediction and 

Distribution-Free Uncertainty Quantification 的附录中找到. 以上覆盖率保证在有限样本的情况下也是成立的, 

且与普通的统计推断通常都对变量的分布有更严格的假定 (比如高斯) 不同, 该保证仅需要非常弱的条件 

(可交换性).



针对分类问题, 保形预测得到的预测集可能包含一个类别, 也可能包含多个类别. 在处理回归问题时, 预测

集通常是包含预测值的一个区间. 在保证一定置信水平的情况下, 保形预测集越小, 效率越高, 即分类预测

集的元素越少或者回归预测区间越短, 则越好. 这就是我们通常所说的高效率保形预测集



6.2   保形回归



保形预测可以用于回归, 也可以用于分类, 接下来我们首先以回归为例,解释保形预测的思想和原理. 本质上, 

保形预测理论背后的基本思想与样本分位数有关.



假设有独立同分布的随机变量样本 U1, · · · , Un (事实上, 此处独立同分布的假设可以被更弱的假设——可

交换性替代). 对于一个给定的覆盖水平α ∈ (0, 1) 和另一个独立同分布的样本 Un+1, 基于 U1, · · · , Un 定义

样本分位数           为1q̂
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▶ 可以得到

  ,ˆ    111 qUP n

▶ 其中, U(1) ⩽  · · · ⩽  U(n) 表示 U1, · · · , Un 的次序统计量. 通过可交换性, Un+1在 U1, · · · , Un, Un+1 中的排序是在集合 

{1, · · · , n + 1} 上均匀分布的, 因此以上有限样本覆盖性质是很容易被验证的.

在回归问题中, 观测到独立同分布的样本                                                             我们可以考虑以下方法来构造 

Yn+1 在新特征值 Xn+1 处的预测区间, 其中                       是分布 P(z) 中一个独立的随机变量.
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按照上述思想, 可以构造以下预测区间:

          ,ˆXˆ,ˆXˆXˆ   
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▶ 其中,      是估计的回归函数预测器,        是拟合残差                                                    的经验分布,                       是       

的 (1 − α) 分位数. 假设估计的回归函数 fb 是准确的, 则该预测区间在大样本情况下是有效的 (即估计的拟合残差分

布的(1 − α) 分位数                      足够接近总体残差                                                的 (1 − α) 分位数). 保证     的准确性

通常需要数据分布 P(z) 和回归预测器    本身均满足一定的条件, 例如适当地选择预测模型和调优参数.

f̂ nF̂
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一般来说, 上述方法得到的预测区间可以粗略地覆盖真实值, 因为拟合残差分布往往是向下倾斜的. 保形预

测区间[73–76] 克服了上述原始方法预测区间的缺陷, 并且, 值得注意的是, 某种程度上保形预测可以保证提供

适当的有限样本覆盖, 而无须对 P(z) 和回归预测器      进行任何假设 (除了 f 是数据点的对称函数).f̂

具体算法如下: 对于一个新的输入值 Xn+1, 其对应的 Yn+1 是未知的.因此我们为 Yn+1 考虑一个试验集合 Ytrial. 

从中选取某一值 Y ∈  Ytrial, 基于增广数据集 Z1, · · · , Zn,(          , Y )T 进行训练, 构造一个增广回归预测器     .

接下来计算不符合分数, 即残差的绝对值.
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▶ 并且基于 n + 1 个不符合分数对 RY,n+1 进行排序, 得到
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▶ 即 π(Y ) 是增广样本中残差绝对值小于最后一个样本点的残差绝对值 RY,n+1的样本所占的比例, 其中 I(·) 表示示性函

数. 由于数据点的可交换性和      的对称性, 当我们在估计 Yn+1 时, 发现构造的次序统计量 π(Yn+1) 在集合{1/(n + 1), 

2/(n + 1), · · · , 1} 上是均匀分布的, 这意味着
Yf̂

         .   1 111 1 nYnP n

上述推理可以通过如下假设检验过程理解, 即对应原假设 H0 : Yn+1 = Y . 在给定显著性水平 α 下, 我们有如

下结论:

▶ (1) 若事件 {(n + 1)π (Y ) > ⌈ (1 − α)(n + 1)⌉ } 成立, 则拒绝原假设;

▶ (2) 1−π(Y ) 相当于 p 值, 若 1−π(Y ) < α, 则拒绝原假设.

通过在 Ytrial 遍历所有 Y 的取值, 可以得到在 Xn+1 处的保形预测区间,即

          .YXˆ  111: trial1conf  nYnYC n 



针对每一个新的自变量, 都必须重复以上步骤产生一个预测区间. 为了完整起见, 我们总结为如下算法 1.



如果 (        , Yi)T, i = 1, 2, · · · , n 为独立同分布的, 那么对于一个新的独立同分布的点 (         , Yn+1)T, 保形预

测建立的预测区间                    有以下覆盖保证:

T
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▶ 如果我们另外假设对所有 Y ∈ R, 拟合的绝对残差                                                              有一个连续的联合分布, 那么

下式也成立: 
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▶ 该结论的证明详见文献 [77].



6.3   保形方法



上一节中讲述的完全保形预测方法计算量较大, 因为它要遍历所有 Y 的试验集. 即对于任何 Xn+1 和未知的 

Y , 为了辨别某一个给定的 Y 是否包含在                     中, 我们在增广数据集 (其中包括新的点 (Xn+1, Y )) 上

重新训练模型, 并重新计算和排序绝对残差. 这个步骤需要在 Ytrial 集合里面的所有元素上重复进行, 计算成

本很高. 在非线性回归问题中, 核密度估计或样条方法去训练模型的较高复杂度都会影响完全保形预测. 特

别是在高维回归中, 可能会使用相对复杂的回归预测器, 如 Lasso 回归或深度学习等, 模型的训练仍会花费

大量时间, 因此执行有效的完全保形预测仍然是一个有待解决的问题.

 1conf nC Xˆ

幸运的是, 有一种完全通用的方法, 我们称之为分裂保形预测, 其计算成本大大低于完全保形预测方法. 分

裂保形方法采用样本分割将拟合步骤和排序步骤分离, 其计算代价与拟合步骤相对简单. 算法 2 总结了分

裂保形预测算法, 其他细节请参考文献 [78]. 在这里, 以及以后讨论分裂保形预测时, 为了简单起见, 我们假

设样本量 n 是偶数, 当 n 是奇数时只需要非常小的改变.



如果 (        , Yi)T, i = 1, 2, · · · , n 是独立同分布的, 对于一个新的数据点(        , Yn+1)T, 由算法 2 建立的分裂保

形预测区间                    , 满足
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另外, 如果我们假设残差 Ri, i ∈ I2 具有连续的联合分布, 那么

   .Xˆ
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与完全保形预测方法相比, 分裂保形预测除了具有极高的效率外, 在内存需求方面也具有优势. 例如, 如果

回归算法 A 涉及变量选择, 如 Lasso 或双向逐步回归等, 当在估计新的点 Xi, i ∈ I2 时, 只需运用基于样本 

I1 选择的变量, 来拟合模型计算基于样本 I2 的残差. 因此算法 2 可以大大节省内存.

分裂保形预测也可以使用不均衡分裂实现. 采用 ρ ∈ (0, 1), 令 |I1| = ρn,则 |I2| = (1 − ρ)n. 例如, 当回归算法

很复杂的时候, 可以选择 ρ > 0.5 使训练得到的回归预测器      更准确.f̂



刀切法 (Jackknife) 保形预测是一种计算复杂性介于完全保形法和分裂保形法之间的保形预测方法. 该方法

利用留一残差的分位数来定义预测区间,具体内容如算法 3 所示.



与分裂保形法相比, 刀切法的一个优点是它在构造绝对残差时使用更多的训练数据, 随后再构造分位数. 这

意味着它通常可以产生更短的间隔长度.我们注意到, 由于对称性, 刀切法具有有限样本内覆盖性质:

   .,,,,Xˆ niCYP in 21     1Jack1  

▶ 但是就样本外覆盖而言 (真正的预测推断), 它的属性比较脆弱.

接下来看几篇经典的刀切法文章. Butler 和 Rothman[79] 表明, 在低维线性回归中, 刀切法在足够强的正则条

件下产生渐近有效区间, 也意味着需要保证线性回归估计量的一致性. 最近, Steinberger 和 Leeb[80] 在高维回

归中建立了刀切法区间的渐近有效性, 它们虽然不需要基本估计量      的一致性,但需要      的一致渐近均方

误差有界的条件. 此外, Butler 和 Rothman[79] 以及 Steinberger 和 Leeb[80] 的回归分析均基于线性模型, 即回

归函数是特征的线性函数, 特征独立于误差, 误差是同方差的. 但是这里介绍的刀切保形预测方法并不需要

这些条件.

f̂ f̂



当噪声是异方差的时候, 我们可以用局部加权的思路替换完全保形法或分裂保形法中的绝对残差, 即使用
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▶ 替代

  ,Xˆ
iii fYR 

▶ 其中               是绝对残差                                              的方差函数的一个估计.(注意:       和     可以联合计算, 也可以单

独计算. )

 xˆ 2   xXXˆ  fY Var f̂ ̂

局部加权对预测波段的局部宽度可能有很大变化. 以下是分裂保形预测区间形式:

          ,~xˆxˆ,~xˆxˆx~ qfqfC  local

▶ 其中      表示 Vi, i ∈ I2 的 1 − α 分位数.q~



异方差噪声示例

从图 6.3 可以看出, 通过引入局部权重, 可以获得能适应数据异质性的预测区域, 在保证和之前的方法具有

相同有效性的同时, 它具有更小的平均长度, 局部的覆盖率也约等于我们想要的值 (比如说 0.9).



6.4   保形分类



选择合适的不符合度量是进行保形预测的重要步骤, 我们在使用保形预测法进行分类时, 应该根据数据类

型和预测方法来选择不符合度量. 下面介绍两种不同的不符合度量下保形预测在分类中的应用.



在机器学习尤其是深度学习中, Softmax 是个常用而且比较重要的函数,尤其在多分类的场景中使用广泛. 假

设预测目标是 K 个类别, 则通过神经网络多层变换后得到一个 K 维的输入 z = (z1, · · · , zK), 然后采用 

Softmax 函数将 z 映射为 K 个 0 到 1 之间的实数, 并且归一化保证和为 1, 因此多分类的概率之和也刚好为 

1. Softmax 函数形式如下:
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▶ 在分类保形预测中, 可以将 Softmax 函数作为我们的预测函数, Softmax 方法经常用于图片分类, 下面简单介绍 

Softmax 方法下的保形预测.

假设我们的预测任务是判断一个 p 维图像 X 属于哪一个类别 Y ∈ {1,2, · · · , K}. 首先使用训练数据和 

Softmax 函数得到预测模型, 也可称其为分类预测器      .f̂



分类预测器可以对于每个输入 x 输出对应每个类别的 Softmax分数:

     Kzf 10Softmax ,xˆ 

▶ 其中                                         . 然后, 取适当数量的未用于训练的新数据点                                             作为校准数据集. 

利用      和校准数据, 我们试图构建一个可能的类别的置信集 T (x) ⊂ {1, 2, · · · , K}, 且这个置信集在下面意义下是

有效的:

   kk zf Softmaxxˆ    TTT
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T
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f̂
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▶ 其中,                        来自同一分布的新测试点. 换句话说, 置信集包含正确类别的概率几乎正好是 (1 − α), 称这种性

质为边际覆盖. 为了使用     和校准数据构造 T , 我们将执行一个简单的校准步骤. 首先, 设置不符合分数为

 T1
T

1  nn Y,X
f̂
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▶ 如果预测器不好, Si 有可能会很大. 接下来定义     为 S1, · · · , Sn 的 ⌈ (1 −α)(n + 1)⌉  分位数, 这实际上是经过小小修

正的 n 个样本的 (1 − α) 分位数.对于一个新的输入 Xn+1 (Yn+1 未知), 产生一个保形预测集:

q̂

       .ˆ,Xˆˆ,XX qYfYqYSY Ynnn   1    :  : 111 ＞＜T

▶ 该预测集包含那些对应 Softmax 分数足够大的类别, 如图 6.4 所示. 值得注意的是, 不论我们应用什么样的预测模型, 

选择任何分布的数据集, 这个算法得到的预测集都是具有覆盖保证的.



最近邻法也是进行分类时常用的方法之一. 在保形预测中, 我们使用最近邻法分类时, 分类预测器将新的样

本分类为与其距离最近的样本所对应的类别.

假设有 n 个样本                                                                                      每个 Zi 包含特征向量 Xi 和类别Yi ∈ {1, 

2, · · · , K}. 对于一个新的样本点                                    我们只能观察到 Xn+1 而不知道 Yn+1 . 最近邻法寻找距

离 Xn+1 最近的 Xi, 并使用它的类别 Yi 作为 Yn+1 的预测值. 如果没有合适的预测器, 我们很难度量这个预测

的正确性. 但是可以通过比较 X 到与其有相同类别的旧例子的距离和 X 到与其有不同类别的旧例子的距离, 

来得到不符合度量, 因此我们用下式表示不符合分数:

      ,,XZ,,,XZ,,XZ TTT
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▶ 不符合分数 Si 大小, 也可以代表分类是否正确. 接下来定义       为 S1, · · · , Sn的 ⌈ (1 − α)(n + 1)⌉  分位数. 对于一个

新的输入 Xn+1, 我们得到保形预测集:

q̂

    qYSY nn ˆ,XX   : 11 ＜ T



6.5      保形预测实践


